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Abstract— In this paper some convex conditions are presented in the form of linear matrix inequalities (LMI), yielding sufficient
conditions for testing the robust stability of uncertain discrete time systems with time-varying delay. In the sequel,LMI conditions
for design robust state feedback gains are given. The proposed conditions are delay-dependent and differently from others found
in the literature, they are convex and employ extra matricesyielding less conservative results. Examples are presented to illustrate
the efficiency of the proposed conditions.
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Resumo— Neste trabalho são apresentadas condições convexas na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs) que resul-
tam em condições suficientes para teste de estabilidade robusta de sistemas discretos no tempo com atrasos variantes no tempo. Na
seqüência, são dadas condições LMIs para a síntese de ganhosrobustos para realimentação de estados. As condições propostas são
dependentes do atraso e diferentemente de outras encontradas na literatura, estas são convexas e utilizam matrizes extras levando
a resultados menos conservadores. São apresentados exemplos para ilustrar a eficiência das condições propostas.

Palavras-chave— Sistemas incertos discretos no tempo, sistemas com atrasos, Funcionais de Lyapunov-Krasovskii, Desigual-
dades matriciais lineares.

1 Introdução

A presença de atrasos em sistemas controlados digital-
mente é inevitável. Sistemas robóticos, processos de
usinagem, redes de comunicação de dados são exem-
plos de processos que partilham de atrasos que interfe-
rem tanto na estabilidade quanto no desempenho des-
ses sistemas. Por isso mesmo, a investigação de sis-
temas lineares sujeitos a atrasos nos estados tem rece-
bido grande atenção nos últimos anos, como pode ser
observado em vários livros nessa área: (Dugard and
Verriest, 1997), (Mahmoud, 2000), (Niculescu, 2001),
(Gu et al., 2003), (Niculescu and Gu, 2004). Con-
dições para análise de estabilidade e para síntese de
controladores estabilizantes para tais sistemas podem
ser classificadas em dependentes ou independentes do
atraso. Observa-se que a utilização de condições in-
dependentes do atraso, para análise de sistemas es-
táveis com atrasos limitados, pode levar a resultados
muito conservadores. Por outro lado, condições de-
pendentes do atraso levam, em geral, a resultados con-
servadores se aplicadas em sistemas cuja estabilidade
independe do valor do atraso. Além disso, condi-
ções independentes do atraso não podem ser obtidas
tomando-se o limite das formulações dependentes do
atraso quando este tende a infinito (Niculescu, 2001,
pág. 146). As técnicas mais utilizadas para tais in-
vestigações são aquelas baseadas em funcionais de
Lyapunov-Krasovskii e em funcionais de Razumikhin
(Niculescu, 2001). Trabalhos importantes nessa área e
envolvendo uma formulação convexa para o problema
são (Li and de Souza, 1995) e (Li and de Souza, 1996).

O estudo de sistemas contínuos no tempo com
atrasos nos estados recebeu muito mais atenção nos

últimos anos do que o de sistemas discretos no tempo
com atrasos nos estados (SDTAE), como pode ser visto
em (Richard, 2003) e referências internas. Uma das
razões para isso vem do fato de que a estabilidade de
SDTAE precisamente conhecidos pode ser investigada
utilizando-se um sistema aumentado, que envolve es-
tados atrasados (Åström and Wittenmark, 1984). En-
tretanto, essa técnica apresenta limitações importantes
para o estudo da estabilidade de sistemas com incer-
tezas, sistemas de grandes dimensões, sistemas com
atrasos variantes no tempo e, sobretudo, para a síntese
de controladores robustos (Kapila and Haddad, 1998).
Portanto, pode-se dizer que trabalhos tratando de SD-
TAE são recentes na literatura técnica. Observa-se
que a maior parte dos resultados encontrados na li-
teratura são baseados na estabilidade quadrática, isto
é, emprega-se um funcional de Lyapunov-Krasovskii
com matrizes independentes da incerteza.

Neste contexto, em (Shi et al., 2003) são pro-
postas formulações não-convexas independentes do
atraso, que é considerado fixo, para a síntese de con-
troladores para SDTAE sujeitos a incertezas do tipo
limitada em norma. Em (Xu and Chen, 2004) esse
mesmo tipo de incerteza é investigada, porém o atraso
é considerado variante no tempo. Entretanto, as for-
mulações propostas não são convexas. Em (Fridman
and Shaked, 2005b) e (Fridman and Shaked, 2005a)
condições dependentes do atraso convexas para a aná-
lise de estabilidade e não-convexas para a síntese de
controladores são formuladas utilizando a abordagem
de sistemas descritores. Nesses trabalhos são trata-
dos tantos os sistemas com incertezas do tipo poli-
tópica (Fridman and Shaked, 2005a) quanto os siste-
mas com incertezas limitadas em norma (Fridman and



Shaked, 2005b). Recentemente, em (Liu et al., 2006),
os resultados de (Gao et al., 2004) foram melhorados,
porém a abordagem baseada na estabilidade quadrá-
tica é empregada e as condições de síntese dependem
diretamente das matrizes do funcional de Lyapunov-
Krasovskii, o que pode levar a resultados conservado-
res. Além disso, as formulações obtidas para o caso
de síntese de controladores não é convexa e depende
diretamente das matrizes do funcional de Lyapunov-
Krasovskii.

No contexto de sistemas incertos livres de atraso
a estabilidade quadrática tem sido preterida em fa-
vor da estabilidade robusta, que emprega funções de
Lyapunov dependentes de parâmetros (de Oliveira
et al., 1999), (Peaucelle et al., 2000), (Leite and Pe-
res, 2003), em particular para sistemas invariantes no
tempo. Porém, no contexto de SDTAE há poucos re-
sultados que utilizam funcionais Lyapunov-Krasovskii
dependentes de parâmetros, principalmente para tratar
SDTAE . Recentemente, condições convexas indepen-
dentes do atraso tanto para a síntese robusta de contro-
ladores quanto para a estabilização com desempenho
H∞ garantido foram propostas em (Leite et al., 2004b)
e (Leite et al., 2004a), respectivamente.

Neste trabalho são apresentadas condições conve-
xas dependentes do atraso, para análise de estabilidade
e síntese robustas de SDTAE com incertezas politó-
picas e atrasos variantes no tempo. Essas condições
são obtidas a partir de um funcional de Lyapunov-
Krasovskii dependente de parâmetros e empregam va-
riáveis extras reduzindo o conservadorismo das for-
mulações propostas. A condição de síntese apresen-
tada neste trabalho é convexa e pode ser resolvida de
forma eficiente por meio de algoritmos de pontos in-
teriores. São apresentados exemplos que ilustram a
eficiência das formulações apresentadas.
Notação:A notação usada neste trabalho é a padrão:
xk denota o estado (discreto no tempo) no instantek.
R (R+) denotam o conjunto dos números reais (posi-
tivos) eN (N∗) é o conjunto dos números naturais (ex-
cluído o 0). I e 0 denotam, respectivamente, a matriz
identidade e a matriz nula de dimensões apropriadas.
M > 0 (M < 0) significa que a matrizM é definida po-
sitiva (negativa)M′ e M⊥ denotam a transposta deM
e uma base para o espaço nulo deM, respectivamente.
O símbolo⋆ é utilizado para indicar os blocos simétri-
cos nas LMIs.M = bloco-diagonal{M1,M2} denota
uma matrizM bloco-diagonal formada pelas matrizes
M1 e M2.

2 Preliminares

Considere o sistema discreto no tempo sujeito a atra-
sos nos estados dado por

xk+1 = A(α)xk+Ad(α)xk−d(k)+B(α)uk (1)

xk = φ(k), k = −d̄,−(d̄−1), . . . ,0 (2)

em quek é o instante de amostragem,xk ∈R
n é o vetor

de estados,uk ≡ u(k) ∈ R
ℓ é a entrada de controle,

d(k) é o atraso, suposto variante no tempo e limitado

por
d ≤ d(k) ≤ d̄, (d, d̄) ∈ N

∗×N
∗ (3)

com d e d̄ representando os valores mínimo e má-
ximo do atraso, respectivamente. Observe que no
caso de atraso incerto e invariante no tempo, tem-
se d = d̄, e assim, 0< d(k) = d ≤ d̄. As matrizes
[A(α)|Ad(α)|B(α)] ≡ [A|Ad|B](α) ∈ R

n×2n+ℓ são in-
variantes no tempo, incertas e pertencentes ao politopo

P ≡
{

[A|Ad|B](α) : [A|Ad|B](α) =

N

∑
i=1

[A|Ad|B]iαi , α ∈ Ω
}

(4)

Ω ≡
{

α : α ∈ R
N,

N

∑
i=1

αi = 1,αi ≥ 0
}

(5)

Neste trabalho, os vértices do politopoP , [Ai |Adi|Bi ]≡
[A|Ad|B]i , são supostos conhecidos. A seguinte lei de
controle é admitida para o sistema (1)

u(k) = Kx(k)+Kdx(k−d(k)) (6)

em que(K, Kd) ∈ R
ℓ×2n são os ganhos estáticos para

realimentação de estados. É importante observar que
se o atrasod(k) não é conhecido, então basta fazer
Kd = 0 em (6). Por outro lado, sed(k) tem comporta-
mento conhecido a cada instantek, então o uso deK
e Kd pode ser explorado para melhorar o desempenho
do sistema (1). Levando (6) em (1) obtém-se

xk+1 = Ã(α)xk + Ãd(α)xk−d(k) (7)

em queÃ(α) ≡ A(α) + B(α)K e Ãd(α) ≡ Ad(α) +
B(α)Kd pertencem ao politopõP

P̃ ≡
{

[Ã|Ãd](α) : [Ã, Ãd](α) =

N

∑
i=1

[Ã|Ãd]iαi , α ∈ Ω
}

(8)

Destaca-se que a implementação da lei de controle
proposta em (6) em sistemas digitais pode ser feita
armazenando-sēd + 1 amostras dex(k − d), d =
0, . . . , d̄. Isso é uma vantagem importante em rela-
ção a um controle contínuo no tempo que utiliza re-
alimentação de estados atrasados: o número finito de
estados necessários à implementação prática de (6). O
seguinte resultado é empregado neste trabalho

Lema 1 (Lema de Finsler) Seja x∈ R
n, Q (α) =

Q (α)′ ∈ R
n eB (α) ∈ R

m×n tais queposto(B (α)) <
n. As seguintes assertivas são equivalentes:

i) x′Q (α)x < 0, ∀x : B (α)x = 0, x 6= 0

ii) B (α)⊥
′
Q (α)B (α)⊥ < 0,

iii) ∃ µ(α) ∈ R+ : Q (α)−µ(α)B (α)′B (α) < 0

iv) ∃ X (α) ∈ R
n×m : Q (α) + X (α)B (α) +

B (α)′X (α)′ < 0

Veja (de Oliveira and Skelton, 2001) para uma prova
da versão do caso em que as matrizes do lema de Fins-
ler não dependem deα. A prova para o caso depen-
dente de parâmetro segue passos similares.



O sistema (7) sujeito a (3), (5) e (8) é ditorobusta-
mente estávelse a solução trivial da equação a diferen-
ças correspondente tem estabilidade global uniforme e
assintótica∀ α ∈ Ω. O objetivo deste trabalho é pro-
por condições convexas que propiciem soluções aos
seguintes problemas:

Problema 1 Dados de d̄ sujeitos a (3), determine se
o sistema (7) sujeito a (5) e (8) é robustamente estável.

Problema 2 Determine um par de ganhos(K,Kd) tal
que (1)-(5) controlado por (6) seja robustamente está-
vel.

3 Resultados principais

3.1 Análise de estabilidade robusta

Teorema 2 Se existirem matrizes Pi = P′
i > 0, Qi =

Q′
i > 0, Zi = Z′

i > 0, i = 1, . . . ,N, e G0, H0, S0, F1, G1,
H1, M1, N1, R1, F2, G2, H2, M2, N2, R2, de dimensões
apropriadas, tais queΛi < 0, i = 1, . . . ,N, em queΛi é
definido em (9), comβ = d̄−d+1, d e d̄ conhecidos,
então o sistema (7) sujeito a (3), (5) e (8) é robus-
tamente estável, caracterizando uma solução para o
Problema 1. Além disso,

V(α,k) =
5

∑
v=1

Vv(α,k) > 0 (10)

com

V1(α,k) = x′kP(α)xk, (11)

V2(α,k) =
k−1

∑
j=k−d(k)

x′jQ(α)x j , (12)

V3(α,k) =
1−d

∑
ℓ=2−d̄

k−1

∑
j=k+ℓ−1

x′jQ(α)x j , (13)

V4(α,k) =
−1

∑
ℓ=−d̄

k−1

∑
m=k+ℓ

y′mZ(α)ym, (14)

V5(α,k) =
k−1

∑
j=k−d(k)

y′jZ(α)y j , (15)

y j = x j+1−x j , (16)

P(α) =
N

∑
i=1

αiPi; Q(α) =
N

∑
i=1

αiQi ; (17)

Z(α) =
N

∑
i=1

αiZi (18)

comα ∈ Ω, é um funcional de Lyapunov-Krasovskii
para o sistema (7).

Prova: A positividade do funcional (10) é claramente
assegurada ao se exigirPi = P′

i > 0, Qi = Q′
i > 0,

Zi = Z′
i > 0. Para que (10) seja um funcional de

Lyapunov-Krasovskii para o sistema (7)-(8), além de
sua positividade, é necessário que

∆V(α,k) = V(α,k+1)−V(α,k) < 0 (19)

∀ [x′k x′k−d(k)]
′ 6= 0 e ∀ α ∈ Ω. Deste ponto em di-

ante, as parcelasVv(α,k) são denotadas porVv(k),
v = 1, . . . ,5. Para calcular (19) considere:

∆V1(k) = x′k+1P(α)xk+1−x′kP(α)xk (20)

∆V2(k) = x′kQ(α)xk−x′k−d(k)Q(α)xk−d(k)

+
k−1

∑
i=k+1−d(k+1)

x′iQ(α)xi −
k−1

∑
i=k+1−d(k)

x′iQ(α)xi (21)

Observe que, parad > 0 o primeiro somatório que apa-
rece em (21) pode ser reescrito como

Ξk ≡
k−1

∑
i=k+1−d(k+1)

x′iQ(α)xi

=
k−1

∑
i=k+1−d

x′iQ(α)xi +
k−d

∑
i=k+1−d(k+1)

x′iQ(α)xi

≤
k−1

∑
i=k+1−d(k)

x′iQ(α)xi +
k−d

∑
i=k+1−d̄

x′iQ(α)xi (22)

Usando (22) em (21), obtém-se

∆V2(k) ≤ x′kQ(α)xk−x′k−d(k)Q(α)xk−d(k)

+
k−d

∑
i=k+1−d̄

x′iQ(α)xi (23)

∆V3(k) = (d̄−d)x′kQ(α)xk−
k−d

∑
i=k+1−d̄

x′iQ(α)xi (24)

∆V4(k) = d̄y′kZ(α)yk

−
−1

∑
j=−d̄

y′k+ jZ(α)yk+ j

≤ d̄y′kZ(α)yk−y′k−d̄Z(α)yk−d̄

−
k−d

∑
i=k+1−d̄

y′iZ(α)yi (25)

∆V5(k) = y′kZ(α)yk−y′k−d(k)Z(α)yk−d(k)

+
k−1

∑
i=k+1−d(k+1)

y′iZ(α)yi −
k−1

∑
i=k+1−d(k)

y′iZ(α)yi (26)

Observe que os passos seguidos em (21)-(22) podem
ser utilizados de forma análoga para majorar o soma-
tório ∑k−1

i=k+1−d(k+1) y′iZ(α)yi que aparece em (26). As-
sim, pode-se obter

∆V5 ≤ y′kZ(α)yk−y′k−d(k)Z(α)yk−d(k)

+
k−d

∑
i=k+1−d̄

y′iZ(α)yi (27)

Assim, usando (20), (23)-(25) e (27) o lado esquerdo



Λi ≡

























Pi +F ′
1 +F1−F2−F ′

2 G′
1−G′

2−F1Ãi +F2 H ′
1−F1Ãdi −H ′

2

⋆

(

G2 +G′
2− Ã′

iG
′
1−G1Ãi

+βQi −Pi +G0 +G′
0

)

H ′
0−G0− Ã′

iH
′
1 +H ′

2−G1Ãdi

⋆ ⋆ −(Qi +H1Ãdi + Ã′
diH

′
1 +H0 +H ′

0)
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆

F2+M′
1−M′

2 N′
1−N′

2 R′
1−R′

2 0
G2− Ã′

iM
′
1 +M′

2 N′
2− Ã′

iN
′
1 R′

2− Ã′
iR

′
1 S′0−G0

H2− Ã′
diM

′
1 −Ã′

diN
′
1 −Ã′

diR
′
1 −(S′0 +H0)

M2 +M′
2 +(d̄+1)Zi N′

2 R′
2 0

⋆ −Zi 0 0
⋆ ⋆ −Zi 0
⋆ ⋆ ⋆ −(S′0 +S0)





















(9)

da expressão em (19) pode ser majorado como

∆V(k) ≤ x′k+1P(α)xk+1

+x′k[βQ(α)−P(α)]xk−x′k−d(k)Q(α)xk−d(k)

+y′k(d̄+1)Z(α)yk−y′k−d̄Z(α)yk−d̄

−y′k−d(k)Z(α)yk−d(k) < 0 (28)

em queβ = d̄−d+1. Usando o Lema 1 em (28), com

ω = [x′k+1 x′k x′k−d(k) y′k y′k−d̄ y′k−d(k)]
′,

Q (α) = bloco-diagonal{

P(α), βQ(α)−P(α), −Q(α),

(d̄+1)Z(α), −Z(α), −Z(α)},

B (α) =

[

I −Ã(α) −Ãd(α) 0 0 0
−I I 0 I 0 0

]

e

X (α) =

















F1(α) F2(α)
G1(α) G2(α)
H1(α) H2(α)
M1(α) M2(α)
N1(α) N2(α)
R1(α) R2(α)

















pode-se escrever que uma condição equiva-
lente a (28) é dada porΦ(α) < 0, em que
Φ(α) = Q (α) + X (α)B (α) + B (α)′X (α)′ é for-
mada por blocosφi j = φ′ji , i, j = 1, . . . ,6, da-
dos por φ11 = F1(α)′ + F1(α) − F2(α)′ − F2(α),
φ12 = G1(α)′ + F2(α) − G2(α)′ − F1(α)Ã(α),
φ13 = H1(α)′ − F1(α)Ãd(α) − H2(α)′,
φ14 = F2(α) + M1(α)′ − M2(α)′, φ15 =
N1(α)′ − N2(α)′, φ16 = R1(α)′ − R2(α)′,
φ22 = G2(α) + G2(α)′ − G1(α)Ã(α) − Ã(α)′G1(α)′,
φ23 = H2(α)′ − Ã(α)′H1(α)′ − G1(α)Ãd(α),
φ24 = G2(α) − Ã(α)′M1(α)′ + M2(α)′, φ25 =
N2(α)′ − Ã(α)′N1(α)′, φ26 = R2(α)′ − Ã(α)′R1(α)′,
φ33 = −H1(α)Ãd(α) − Ãd(α)′H1(α)′, φ34 =
H2(α) − Ãd(α)′M1(α)′, φ35 = −Ãd(α)′N1(α)′,
φ36 = −Ãd(α)′R1(α)′, φ44 = M2(α) + M2(α)′,
φ45 = N2(α)′, φ46 = R2(α)′ eφ55 = φ56 = φ66 = 0.

Observe que, seΦ(α) < 0 é verificada, então
Λ(α) ≡ ω′Φ(α)ω + N (α) < 0 também é verificada

∀ N (α) ≡ 0. Assim, escolhendo

N (α) = 2
[

x′kG0(α)+x′k−d(k)H0(α)+ η′
kS0(α)

]

×
[

xk−xk−d(k)−ηk
]

(29)

em queηk ≡ ∑k−1
j=k−d(k) y j , com y j definido em (16),

P(α), Q(α) e Z(α) dadas em (17)-(18),F1(α) = F1,
G1(α) = G1, H1(α) = H1, M1(α) = M1, N1(α) = N1,
R1(α) = R1, F2(α) = F2, G2(α) = G2, H2(α) = H2,
M2(α) = M2, N2(α) = N2, R2(α) = R2, G0(α) = G0,
H0(α) = H0 e S0(α) = S0, todas de dimensõesn×n,
pode ser verificado queΛ(α) = ω̃′

(

∑N
i=1 Λi

)

ω̃ < 0,
com ω̃ = [ω′, η′

k]
′, α ∈ Ω e Λi < 0, completando a

prova. 2

Destaca-se que a adição do termo nulo (29) à
condição obtida do lema de Finsler não introduz di-
nâmica adicional no sistema, porém as condições re-
sultantes produzem resultados menos coservadores.
Condições da estabilidade quadrática são recuperadas
do Teorema 2 fazendo-sePi = P, Qi = Q e Zi = Z,
i = 1, . . . ,N em (9). A condição resultante é um con-
junto de LMIs com variáveis de folga e matrizes do
funcional de Lyapunov-Krasovskii, (10), independen-
tes do parâmetroα. Neste caso, as matrizesÃ(α) e
Ãd(α) podem ser variantes no tempo.

Além disso, é interessante observar que as con-
dições LMIs fornecidas no Teorema 2 contêm variá-
veis de folga que não formam produtos com as ma-
trizes do sistema nem com as matrizes do funcional
de Lyapunov-Krasovskii. São elas:F2, G2, H2, M2,
N2, R2, G0, H0 e S0. Essas matrizes podem, portanto,
ser consideradas dependentes de parâmetro e, even-
tualmente, com a mesma estrutura deP(α), Q(α) e
Z(α) dadas em (17) e (18). Pode ser que, nesse caso,
as LMIs resultem em condições menos conservadoras.
Entretanto, essa extensão não é investigada neste tra-
balho.

Condições independentes do atraso podem ser ob-
tidas deΛi < 0, comΛi dado em (9), eliminando-se os
blocos de matrizes correspondentes às linhas 4, 5 e 6 e
respectivas colunas e fazendoZi = 0 em (10). As con-
dições assim obtidas pressupõem que o atraso tenha
taxa de variação limitada em módulo igual ād− d.
Casod = d̄, então o atraso é assumido invariante no



tempo. Observe que essas condições não podem ser
obtidas diretamente de (9) simplesmente tomando o li-
mite d̄ → ∞. Tais condições não são apresentadas aqui
por razões de espaço.

3.2 Síntese robusta

As condições de análise de estabilidade robusta dadas
pelo Teorema 2 são utilizadas para derivar uma con-
dição convexa para a síntese de ganhos robustosK e
Kd tais que a que a lei de controle (6) aplicada em (1)
resulte em um sistema robustamente estável em ma-
lha fechada, sendo, portanto, uma solução para o Pro-
blema 2.

Teorema 3 Se existirem matrizes Pi = P′
i > 0, Qi =

Q′
i > 0, Zi = Z′

i > 0, i = 1, . . . ,N, e G0, H0, S0, F2, G2,
H2, M2, N2, R2, F, W, Wd, de dimensões apropriadas,
tais queΨi < 0, i = 1, . . . ,N, em queΨi é definido em
(31), comβ = d̄− d + 1, d e d̄ conhecidos, então a
malha fechada do sistema (1) sujeito a (3)-(5) e lei de
controle dada por (6) em que

K = W′(F ′)−1 e Kd = W′
d(F

′)−1 (30)

é robustamente estável, caracterizando uma solução
para o Problema 2. Além disso, (10)-(16) é um fun-
cional de Lyapunov-Krasovskii que assegura a estabi-
lidade robusta da malha fechada, com P(α), Q(α) e
Z(α) dadas em (17)-(18).

Prova: A prova pode ser obtida a partir da condi-
ção apresentada no Teorema 2: façaF1 = F, G1 =
H1 = M1 = N1 = R1 = 0, substitua com̃Ai e Ãdi por
(Ai +BiK)′ e (Adi +BiKd)

′, respectivamente, e realize
as mudanças de variáveisFK′ = W e FK′

d = Wd. 2

4 Exemplos

Em todos os cálculos foi utilizando Matlab (R2006b)
e LMI Control Toolboxrodando em processador Intel
Core 2 Duo,T7600, 2.33GHz. São indicados os tem-
pos de execução (te) para alguns casos.
Exemplo 1:Considere o SDTAE dado em (1) com

[A|Ad|B] =

[

0.8 0 −0.1 0 1
0.05 0.9 −0.2 −0.1 0.5

]

(32)
Esse sistema é investigado em (Liu et al., 2006), em
que é feito o projeto de um ganho para realimenta-
ção estática de saída,uk = Dcyk, em queyk = Cxk +
Cdxk−d(k) e

[C|Cd] =

[

1 −1 1 0
0 1 1 1

]

.

e d = 2. Utilizando as condições do Teorema 3, e
impondoWd = 0 é possível obter um ganho para re-
alimentação estática de saída utilizando apenas parte
da saída, ou seja, ˜yk = Cxk. Neste caso, como
posto(C) = 2, o ganho estático pode ser calculado
como Dc = W′(CF′)−1 assegurando a estabilidade
da malha fechada para 1≤ d(k) ≤ 13 com Dc =
−[0.6333 0.9963] (te = 31.2ms). Além disso, utili-
zando a abordagem aqui apresentada, é possível esta-
bilizar esse sistema para qualquer valor de intervalo

[d, d+12], comd ∈ [1, 9×1015] realimentandox(k),
isto é, comu(k) = Kx(k).

Utilizando a realimentação estática de estados, a
condição do Teorema 3 permite calcularK e Kd que
estabilizam o sistema para atrasos variando em in-
tervalos tão grandes quantōd − d ≤ 5× 108. Por
exemplo, parad = 1 e d̄ = 100, é possível obter
K = −[0.4391 0.3275] e Kd = [0.1779 0.0519] (te =
15.6ms).
Exemplo 2:Considere o SDTAE dado em em (1) com
B= [1+ρ, 0.5]′, A= A1(1+ρ) eAd = Ad1(1+δ) em
que(ρ,δ) ∈ [0, 0.1]× [0, 0.1] e

[A1|Ad1] =

[

0.6 0 0.1 0
0.35 0.7 0.2 0.1

]

(33)

Esse sistema pode ser descrito por um politopo com 4
vértices obtidos a partir das combinações dos valores
extremos deρ e δ. Utilizando as condições do Teo-
rema 2, é possível verificar que esse SDTAE é estável
para 1≤ d(k) ≤ 4, uk = 0, ∀k (te = 0.40s).

Utilizando o Teorema 3 e calculandoapenas
K é possível assegurar a estabilidade da malha fe-
chada para 1≤ d(k) ≤ 27. Neste caso,K =
−[0.6162 0.1938] (te = 0.27s). CalculandoK e Kd
é possível assegurar a estabilidade desse sistema para
1≤ d(k) ≤ 486 e, neste caso,K = −[0.6240 0.3225]
e Kd = −[0.1707 0.0465] (te = 0.36s). Além disso,
utilizando essa abordagem é possível estabilizar esse
sistema para qualquer valor de intervalo[d, d+ 485],
comd ∈ [1, 9×109].

5 Conclusões

São apresentadas condições convexas dependentes do
atraso na forma de testes de factibilidade de LMIs para
a análise de estabilidade robusta e para a síntese de
ganhos para realimentação de estados para sistemas
discretos no tempo com atrasos variantes no tempo.
As principais vantagens da abordagem apresentada es-
tão na convexidade da formulação para a síntese de
controladores, no tratamento de atrasos variantes no
tempo e na utilização de variáveis de folga. São apre-
sentados exemplos que ilustram a eficiência das con-
dições propostas.
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